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Résumé :
Des simulations numériques locales d'écoulements laminaires cisaillés éro-
dant un lit de particules ont été réalisées. La méthode numérique employée est un
modèle de type Euler-Lagrange, reposant pour la phase ﬂuide sur les équations de
Navier-Stokes moyennées par un terme de porosité ε et pour la phase solide sur
les équations de Newton résolues pour chaque particule. Un terme d'interaction
ﬂuide-particule permet de coupler les deux phases. Les simulations, eﬀectuées à
Rep et ρp/ρf constants et balayant une gamme de nombre de Shields θ allant
de 0.1 à 0.5, ont permis de trouver un Shields critique θc, caractérisant le seuil
de mise en mouvement du lit, entre 0.1 et 0.12. Une étude du débit stationnaire
du milieu granulaire permet de valider la méthode numérique utilisée.
Abstract :
Local numerical simulations of laminar shear ﬂow eroding a bed of particles
are performed. The numerical method used is an Euler-Lagrange model, solving
the Navier-Stokes equations averaged by a porosity term ε for the ﬂuid phase and
Newton's equations for the solid phase. A ﬂuid-particle interaction term enables
a two-way coupling. The simulations, performed with Rep and ρp/ρf remaining
constant and covering a range of Shields numbers θ from 0.1 to 0.5, allow to
ﬁnd a critical Shields number θc, which represents the limit between static and
dynamic bed, between 0.1 and 0.12. A study of the satured particle ﬂow rate
validates the numerical method used.
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1 Introduction
Le transport sédimentaire en milieu naturel fait intervenir des mécanismes
complexes à diﬀérentes échelles de temps et d'espace. Aﬁn de décrire ces sys-
tèmes, il est en particulier nécessaire de mieux comprendre l'inﬂuence des inter-
actions locales, entre le ﬂuide et les grains et entre les grains eux-même, sur les
structures de grandes échelles (rides, dunes, etc [1]). Pour cela, nous utilisons
dans cette étude une méthode numérique basée sur une approche de type Euler-
Lagrange [2]. Cette méthode permet de remonter aux caractéristiques locales de
l'écoulement ﬂuide-grains d'une part et d'accéder aux informations mécaniques
liées aux collisions entre grains d'autre part tout en permettant la simulation
d'un grand nombre de grains (O(106)). Le modèle Euler-Lagrange est basé sur
la résolution des équations moyennées pour la phase ﬂuide en présence de par-
ticules (Jackson [3]), couplée à une méthode aux éléments discrets (DEM) pour
le suivi lagrangien des particules.
Cette méthode est utilisée ici pour décrire la dynamique couplée d'un lit de
grains cisaillés par un écoulement homogène et stationnaire proche du seuil de
mise en mouvement. Ces problématiques ont, au cours des dernières décennies,
déjà été abordées dans un certain nombre d'études pour des cas d'écoulements
laminaires ou turbulents, que ce soit expérimentalement [48] ou numérique-
ment [911].
Nous présentons tout d'abord le modèle numérique utilisé ainsi que les pa-
ramètres physiques et numériques importants puis les résultats de simulations
sont analysés.
2 Méthode numérique
Le logiciel utilisé ici pour la phase granulaire est le code GraDyM (Granu-
lar Dynamic Modelling [12]) qui repose sur une méthode DEM [13, 14]. Cette
méthode consiste en la détermination des trajectoires d'un grand nombre de
particules en résolvant pour chacune d'entre elles les équations de Newton et en
considérant leurs interactions avec le ﬂuide environnant ou avec d'autres parti-
cules.
On considère ainsi un nombre Np de particules sphériques qui évoluent, selon
le second principe de Newton :
ρpVp
dup
dt
=
∑
j 6=p
Fpj + Fmurs + ρpVpg + F
fp + Flub ∀p = 1, .., Np (1)
Ip
dωp
dt
=
∑
j 6=p
τ pj + τmurs ∀p = 1, .., Np (2)
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avec, pour chaque particule, ρp la masse volumique, Vp le volume, up la vitesse
de translation, ωp la vitesse de rotation, Ip le coeﬃcient d'inertie, F
pj les forces
de contact exercées par les autres particules sur la particule p, Fmurs les forces
exercées par les murs, Flub les forces de lubriﬁcation exercées par les autres par-
ticules (voir Izard et al. [12] pour plus de détails), et Ffp les forces exercées par
le ﬂuide sur la particule p. τ pj , τmurs sont les couples exercés respectivement
par les autres particules et les murs.
Pour la phase ﬂuide, l'approche développée par Jackson [3] permet de dé-
crire la dynamique du ﬂuide à une échelle plus grande que les particules. Elle
consiste à réécrire les équations de Navier-Stokes en moyennant spatialement
les grandeurs locales de l'écoulement à travers une fonction ε, caractérisant la
fraction volumique d'espace occupée par le ﬂuide par rapport aux particules
dans un volume élémentaire. Les équations de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement deviennent :
∂ε
∂t
+∇ · (εuf ) = 0 (3)
ρfε
Dfuf
Dt
= ∇ · Sf − f + ρfεg (4)
avec uf la vitesse du ﬂuide, ρf sa masse volumique, f la moyenne sur le volume
élémentaire des forces exercées par les particules sur le ﬂuide et Sf le tenseur
des contraintes. Son expression ne peut être explicitement déterminée et diﬀé-
rents modèles peuvent être trouvés dans la littérature. Nous choisissons ici une
expression équivalant à un ﬂuide apparent dont les propriétés dépendent de la
porosité sous la forme :
Sf = −εpI + µ∗ [∇um +∇utm] (5)
avec p la pression hydrodynamique, I la matrice identité, µ∗ = µfε−2.8 la vis-
cosité eﬀective déﬁnie par Gibilaro et al. [15] aﬁn de prendre en compte la
présence des grains dans le ﬂuide et um = εuf + (1− ε)up la vitesse de mélange
ﬂuide-particules.
Les deux termes d'interaction ﬂuide-particules des équations (1) et (4) sont
reliées par la relation suivante :
f =
1
Vc
∑
p∈c
Ffp avec Ffp = Vp∇ · Sf + Fdrag (6)
L'expression de Ffp est une approximation formulée par Capecelatro et al.
[2]. On utilise le modèle de traînée proposé par Tenneti et al. [16] pour calculer
Fdrag, modèle valable pour une large gamme de nombre de Reynolds et de
compacité. Ce sont ici les seules contributions hydrodynamiques implémentées
pour le couplage ﬂuide-grains.
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3 Résultats
Dans notre cas, la dynamique du lit de particules cisaillé par le ﬂuide est
caractérisée par trois nombres sans dimension : le nombre de Shields θ, le nombre
de Reynolds Rep et le rapport des densités ρp/ρf . On exprime les nombres de
Shields et de Reynolds particulaire comme suit :
θ =
µfγ
(ρp − ρf )gdp =
τ
(ρp − ρf )gdp , Rep =
γd2pρf
µf
(7)
avec dp le diamètre des grains et γ le taux de déformation du ﬂuide.
Le nombre de Shields représente le rapport des forces déstabilisant le milieu
granulaire (cisaillement τ) sur les forces le stabilisant (gravité). On déﬁnit alors
un nombre de Shields critique θc représentant la valeur du seuil de mise en mou-
vement du milieu granulaire, valeur relativement constante d'environ 0.12±0.03
d'après Ouriemi et al. [8] pour un intervalle du nombre de Reynolds particulaire
Rep compris entre 1.5× 10−5 et 0.76.
(a) (b)
Figure 1  (a)Géométrie du système. θ = 0.4 et 0 ≤ up ≤ 0.1γdp (du bleu
au rouge) (b) Proﬁls des vitesses normalisées du ﬂuide et des particules dans la
direction de l'écoulement
Aﬁn d'étudier la mise en mouvement du lit de grains et son transport au
cours du temps, on considère ici la géométrie idéalisée représentée sur la ﬁgure
1 (a) et on fait varier θ entre 0.1 et 0.5 à Rep = 0.48 et ρp/ρf = 4 constants
(en modiﬁant dans chaque cas g). Les nombres de Shields et de Reynolds sont
estimés a posteriori des simulations en déterminant le taux de déformation γ
à partir du proﬁl de vitesse stationnaire du ﬂuide (ﬁgure 1 (b)). Le lit est
composé de 2112 particules (hbed ≈ 10dp). Une couche de sphères ﬁxes, réparties
aléatoirement, est disposée sur la plaque du fond (fraction surfacique ≈ 0.7). Le
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ﬂuide est mis en mouvement par le déplacement à vitesse U0 constante de la
plaque supérieure du domaine. Des conditions périodiques sont appliquées dans
les directions x et z. Le lit, d'une compacité initiale φinit ≈ 0.56, est cisaillé
jusqu'à l'établissement d'un état stationnaire que l'on caractérise par le calcul
du débit q = 1/(LxLzφbed)Vp
∑
p up (m
2/s) (voir ﬁgure 2 (a)). Les diﬀérents
paramètres numériques et physiques utilisés sont répertoriés dans le tableau 1.
diamètre de particule dp 5× 10−4 m3
viscosité dynamique µf 10
−3 Pa.s
masse volumique du ﬂuide ρf 10
3 kg.m−3
masse volumique des particules ρp 4× 103 kg.m−3
coeﬃcient de restitution e 0.8
coeﬃcient de friction microscopique µ 0.1
∆x/dp = ∆y/dp = 2∆z/5dp 2
pas de temps solide ∆ts 5× 10−6 s
pas de temps ﬂuide ∆tf 10
−4 s
temps de simulation tsimu 400 s
Table 1  Paramètres numériques et physiques des simulations.
Une fois l'état stationnaire atteint pour chaque cas, on trace le débit saturé
qsat en fonction de θ (ﬁgure 2 (b)). Nos résultats montrent une évolution du débit
en qsim = a(θ−θc)3/2, en accord avec les diﬀérentes observations expérimentales
et numériques de la littérature [10, 1719]. De plus, cette loi de puissance peut
être utilisée aﬁn d'estimer θc par ajustement de courbe. Nous obtenons ici θc ≈
0.1, en accord avec les résultats de la littérature pour la valeur de Rep utilisée
ici [8]. Ces diﬀérents points nous permettent de valider le code implémenté et
d'envisager des simulations de plus grande échelle.
(a) (b)
Figure 2  (a)Débit granulaire en fonction du temps pour θ = 0.4 (b) Débit
saturé qsat en fonction de θ
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